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Premessa

Nel cursus studiorum della secondaria di | grado, i numeri primi e la scomposizione in fattori si
rivelano un mero strumento matematico, tra le altre cose, per studiare ed eseguire le operazioni di
somma algebrica tra frazioni (mcm). Pertanto, rimangono regole per lo piu mnemoniche che si
possono gestire solo analiticamente.

Quello che andremo a presentare ha un collegamento con la rappresentazione a diagrammi ad
albero della scomposizione, ma, rispetto all’interpretazione geometrica che daremo, non risulta
costruttiva, ossia bisogna calcolare per altra via due numeri il cui prodotto sia uguale a n. Quindi,
per poter rendere ‘visibile’, ‘materiale’ perché un numero & primo e come questo diventi il tipo di
numero fondamentale nello svolgimento della scomposizione in fattori, si &€ preso spunto da una
precedente attivita svolta nellambito del Laboratorio di Matematica dell’lstituto sui numeri
triangolari e quadrati’ e dallattivitd che I'Autore ha svolto, sempre nellambito del progetto
dellAccademia dei Lincei ‘Con la mente e le mani’ nella.s. 2014/2015, sul tema
dell'isoperimetricita, oltre al personale interesse per i numeri primi. Ulteriori spunti di riflessioni sui
metodi geometrici di risoluzione di problemi algebrici sono venuti dalla lettura del libro L. Catastini,

F. Ghione, R. Rashed: Algebra. Origini e sviluppi tra mondo arabo e mondo latino, Roma, 2016.

Introduzione teorica

L’idea base di quanto andremo a spiegare € che il prodotto risultante dalla scomposizione in
fattori primi di un numero n, scritto senza la notazione esponenziale, pud essere diviso in due parti
con la proprieta associativa e commutativa. Le due parti, quindi, sono interpretabili, dal punto di
vista geometrico, come la base e l'altezza di un rettangolo o, in casi particolari di un quadrato, con
area pari a n. Per quanto detto, 'operazione di scomposizione rende possibile la costruzione
operativa di uno o piu rettangoli contenenti un numero di tappi pari al numero scomposto. In

formule possiamo scrivere:

n=] | o (1)

! P. Pergami: Aritmogeometria: numeri triangolari e quadrati, Accademia de’ Lincei ‘Con la mente e le mani’,
a.s. 2015/2016, classe 1C.



dove n e il numero da scomporre, k =1, ..., t un indice che tiene conto del numero di numeri primi
divisori distinti” e m la potenza del singolo divisore primo, ossia il numero di volte che il singolo
numero primo si presenta nella scomposizione. A base di tutto cio, il teorema fondamentale
dell’Aritmetica ci assicura che la produttoria (1), a meno di permutazioni, & unica.

Per esplicitare linterpretazione geometrica, la (1) &€ separabile in due parti, ossia la si puo

scrivere come prodotto di due produttorie:

n=1_[p11" HPZ; 2

k=1 q=s+1

dove r ha lo stesso significato di m e i valori di p nelle due produttorie variano con tutte le
combinazioni possibili. Quindi, il valore di n (numero totale di tappi) nella (2) pud essere
interpretato come I'area di un rettangolo o quadrato di tappi, in unita tappo.

Con tale interpretazione € possibile invertire il ragionamento partendo dal lavoro laboratoriale di
costruire tutti i possibili rettangoli con un numero dato n di tappi e chiedersi se sia primo o
composto. Se non é possibile costruire alcun rettangolo se non quello con l'altezza pari a 1 tappo e
la base pari al numero totale n di tappi dati, allora il numero di tappi ricevuti & un numero primo.
Pertanto, con un numero primo p di tappi € possibile costruire un solo rettangolo e per di piu di
altezza fissata, ossia 1. Cio si riflette dal punto di vista matematico col fatto che la scomposizione

di un numero primo p ha come risultato il prodotto di 1 per p, definizione proprio di numero primo:

oL
o

Ovvero, geometricamente con un numero p di tappi saranno costruibili sempre dei rettangoli o
guadrati con uno o piu tappi eccedenti. Da evidenziare che quanto suddetto € una condizione
necessaria, ma non sufficiente come I'esempio di 10 tappi (numero composto) ci dimostra visto

che permette di costruire un quadrato 3 - 3 piu un tappo esterno:

| d

Infatti, il tappo eccedente puo essere interpretato come il resto della divisione 10 : 3 = 3 resto 1.

% Stimabile con la funzione enumerativa dei primi 7(n).



E proprio questa condizione necessaria e non sufficiente ci offre la possibilita di costruire con i
tappi uno strumento geometrico-meccanico per far eseguire agli/alle alunni/e la scomposizione di
un numero n dato.

Conoscendo i numeri primi calcolati col Crivello di Eratostene (escludendo I'1), & possibile
provare a costruire dei rettangoli partendo con un numero primo di tappi lungo la base o l'altezza
(per la proprieta commutativa la cosa € indifferente). Se si riesce a costruite un siffatto rettangolo,
allora il numero primo dell’altezza o della base sara presente nella produttoria della (1), ovvero
della (2), ovvero, ancora, sara il termine fuori dalle produttorie della seguente formula (3). In altre
parole, si sara costruito il rettangolo

1 t
n=pt npin‘l ]_[pg 3)
k=1 q=2

dove pi & il numero di tappi di uno dei due lati primali. Per continuare nella ricerca degli eventuali
ulteriori fattori primi p della scomposizione, bisogna rieseguire 'operazione geometrica-meccanica
descritta sopra, ma prendendo un numero di tappi pari a una delle righe del rettangolo
perpendicolari al lato con il numero primo pi di tappi, ossia pari al numero risultato del prodotto
delle due produttorie della (3), ossia, ancora, eseguendo fisicamente I'operazione di divisione per il
numero primo pi. La ricerca di rettangoli con almeno una dimensione primale viene iterata fino a

guando e possibile costruire solo un rettangolo con almeno un lato primale lungo 1.

Attivita laboratoriale in classe

Come attivita in classe propedeutiche a quanto seguira, vi sono state la teoria della
scomposizione, la formula dellarea dei quadrilateri rettangoli (quadrato e rettangolo),
l'introduzione, anche storica, dei numeri primi e il Crivello di Eratostene.

L’attivita con gli alunni/e della classe 1B della Secondaria di | Grado del’lC Orsa Maggiore
(Roma) ha considerato i seguenti argomenti: a) Numeri primi, b) Crivello di Eratostene, c)
Scomposizione in fattori primi, d) Rettangolo / Quadrato, e) Attivita coi tappi. Ognuno dei suddetti
argomenti & stato focalizzato e fissato con esercitazioni e una relazione sulla metodologia spiegata
(vedasi Allegati #1). Un'ulteriore attivita di reportistica si &€ svolta durante lo svolgimento della
scomposizione geometrica coi tappi in classe. Infine, al termine del disegno dei poster, ogni
alunno/a ha scritto una breve relazione sulle proprie impressioni e commenti all’attivita svolta

(vedasi Allegati #2).

Numeri primi
I numeri primi sono stati introdotti con la definizione classica collocandoli sulla semiretta dei
numeri naturali N per differenziarli da tutti i numeri dispari. Avendo introdotto le basi della teoria

insiemistica, si & adoperato il concetto di insieme e sottoinsieme, e le operazioni di intersezione



per definire I'insieme dei numeri primi che & stato chiamato T. L’insieme T & stato messo in

relazione con N e con quelli dei numeri dispari D e dei numeri pari P.

Crivello di Eratostene

Il crivello di Eratostene & un antico algoritmo per il calcolo di tabelle di numeri primi fino a un
certo numero n prefissato e deve il nome al matematico Eratostene di Cirene (275-195 a.C.) che
ne fu l'ideatore. E ancora utilizzato da molti programmi per computer per la sua semplicita pur non
essendo molto efficiente.

| passi operativi sono: si scrivono tutti i numeri naturali a partire da 2 fino a n in un elenco
(tabella) detto setaccio. Poi si cancellano (setacciano) tutti i multipli del primo numero del setaccio
(escluso il medesimo), ossia 2. Si prende poi il primo numero non cancellato maggiore di 2 e si
ripete l'operazione con i numeri che seguono, proseguendo fino a che non si applica I'operazione
all'ultimo numero non cancellato. | numeri che restano sono i primi minori o uguali a n. |l risultato é

stato poi confrontato per conferma con la tabella in appendice nel libro di testo.

1 3| 4 6 | 7 | 8 10
11112 |13 |14 | 15 | 16 | 17 [ 18 | 19 | 20
22 | 23 |24 | 25 | 26 28 | 29 | 30
31| 32 . 34 | 35|36 |37 |38 40
41 | 42 | 43 | 44 | 45 | 46 | 47 | 48 50
52 | 53 | 54 | 55 | 56 58 | 59 | 60
61 | 62 . 64 | 65 | 66 | 67 | 68 . 70
71 (72 | 73 | 74 | 715 | 76 78 | 79 | 80
82 |83 |84 |85 | 86 88 | 89 | 90
92 . 94 | 95 | 96 | 97 | 98 . 100

Nel caso n = 50, a esempio, il procedimento di setacciatura si conclude al numero 7 perché
esso € il piu grande primo il cui quadrato (49) non supera 50 e si pud provare che il procedimento
di setacciatura per ricercare i primi fino a un certo numero n cessa sempre quando si supera la
radice quadrata di n. Il motivo di questo lo si e visto analizzando la relazione tra I'area di un
rettangolo / quadrato con le sue base / altezza nel suddetto progetto sull'isoperimetricitd che fu
svolto con una seconda classe. Comunque, tale indicazione non e stata introdotta poiché

I'operazione di radice quadrata si insegna nella classe seconda.
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Scomposizione matematica in fattori primi

L’argomento & stato introdotto utilizzando il metodo della forza bruta, ossia eseguendo una
serie di divisioni applicando, quando conosciuti, i criteri di divisibilitd. Non é stato possibile
utilizzare il metodo della forza bruta migliorato, ossia utilizzare i numeri primi inferiori alla radice
quadrata del numero da scomporre, poiché I'operazione di radice quadrata sara introdotta al
secondo anno.

Un aspetto importante da sottolineare, poiché retaggio della scuola Primaria, &€ che la sequenza
delle divisioni coi numeri primi non deve seguire il criterio ‘dal piu piccolo, al piu grande’

introducendo, cosi, la proprieta commutativa della moltiplicazione, ossia ab = ba.

Rettangolo / Quadrato

Il collegamento interdisciplinare della teoria dei numeri con la geometria richiede il ripasso (in
molti casi), I'introduzione ex novo (in pochi casi), della formula dell'area (= base - altezza) dei due
parallelogrammi retti: quadrato e rettangolo. Per quello che servira, I'area corrispondera al numero
di tappi, ossia al numero da fattorizzare n.

Una difficolta che si e riscontrata (in pochissimi alunni) & stata quella di comprendere |l
passaggio dal disegno routinario del rettangolo / quadrato con segmenti continui a lati discreti

formati da tappi.

Scomposizione geometrica in fattori primi

A questo punto, si sono dedicate due lezioni a introdurre questo nuovo metodo.

La prima lezione ha introdotto il metodo dal punto di vista teorico provando a far svolgere
l'attivita alla LIM con disegni. Qui di seguito la lezione salvata che riporta alcuni interventi degli
alunni e piu sotto il dettaglio descrittivo con 'immagine dei tappi. Si avverte che dove viene scritto
‘rettangolo’ si deve considerare anche il quadrato come caso particolare.

Una delle difficolta iniziali degli alunni/e (non tutti) € stata quella di non identificare
immediatamente la base del rettangolo col risultato della divisione per il numero primo pari
all'altezza. Infatti, la base era considerata uguale al numero totale dei tappi (vedasi terza slide).
L’'aver sollecitato la verifica con lo svolgimento del prodotto base - altezza ha permesso di
inquadrare esattamente il significato delle dimensioni del rettangolo: altezza = divisore, base =

guoziente, area = dividendo.
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Per iniziare si € preso un numero di tappi che aveva una scomposizione con vari fattori primi

diversi scegliendo il numero 30:

;—‘
Con tale numero di tappi si deve provare se sia possibile disporli in un rettangolo con altezza pari

al primo numero primo, ossia 2:

In questo caso il rettangolo si & formato per cui 2 € uno dei fattori primi della scomposizione.
Nella scomposizione matematica, a questo punto, si deve eseguire la divisione. Dal punto di vista

geometrico cio vuol dire continuare solo con i tappi di una riga:

F

Quindi, lattivita continua con 15 tappi. Con questi 15 tappi si ricomincia cercando se sia
possibile costruire un rettangolo alto 2:



In questo caso il rettangolo non pud essere formato, per cui 2 non € un altro fattore primo della
scomposizione di 30. Non dovendo eseguire la divisione, con gli stessi tappi si prova a costruire un

rettangolo alto pari al successivo numero primo, ossia 3:

In questo caso il rettangolo si puo costruire, per cui 3 € un ulteriore fattore primo della
scomposizione. Eseguire la divisione vuol dire, come visto prima, prendere solo una fila del

rettangolo. In questo caso, i tappi con i quali proseguire I'attivita sono 5:

Coi 5 tappi si ricomincia con un’altezza del rettangolo pari al primo numero primo e non riesce;
col secondo numero primo, e non riesce. Infine, il terzo numero primo, ossia 5, permette di
costruire un rettangolo con base 1:




La formazione di un rettangolo di base 1 indica che il metodo si &€ concluso. Quindi, la
scomposizione geometrica ha permesso di calcolare la scomposizione di
30=2-3-5
o, allincontrario, calcolare il numero di tappi dati casualmente allinizio. La scomposizione

matematica si presenta nel seguente modo:

30 | 2

15 | 3
5|5
1

confermando I'esattezza del procedimento.

La seconda lezione é stata utilizzata per la parte laboratoriale coi tappi.

In quest’occasione il docente ha distribuito a ogni banco (coppia di alunni) un numero casuale
di tappi chiedendo di non contarli. Gli alunni hanno dovuto applicare il suddetto metodo prendendo
nota delle operazioni e dei risultati delle stesse per poi, alla fine, contare i tappi ed eseguire la
scomposizione matematica per confrontare i risultati.

Qui di seguito la documentazione fotografia dell'attivita e quanto prodotto dagli alunni/e.
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Poster

L’attivita laboratoriale si € conclusa con la produzione manuale di alcuni poster progettati e
disegnati da 3 gruppi di alunni/e suddividendo I'argomento in sottotemi. | poster saranno presentati
il prossimo anno al’Open Day dell’lstituto.

| sottotemi dei poster sono stati:
a) Numeri primi

13



b) Scomposizione matematica in fattori primi
¢) Scomposizione geometrica in fattori primi

Qui di seguito i tre progetti preliminari eseguiti su fogli di quaderno e con post-it:

B )
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In base a questi progetti, gli/le alunni/e hanno ricercato sulla Rete (a casa) le immagini e i testi
che hanno deciso di inserire. Tale attivita € durata una lezione (1 ora). Utilizzando altre 4 ore di

lezione si sono disegnati i poster:

14
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| poster conclusivi:
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CONCLUSIONI

Le riflessioni riportate dagli alunni permettono di evidenziare la riuscita laboratoriale dell'attivita
nella quale si sono uniti gli aspetti di comprensione dello strumento matematico della
scomposizione in fattori primi con un ambiente didattico divertente e cooperativo (lavoro di
gruppo).

Le future applicazioni della scomposizione, ossia il calcolo del mcm e MCD, la semplificazione
tra numeratore e denominatore nelle frazioni, il calcolo approssimato della radice quadrata di un
numero non quadrato perfetto (in seconda), permetteranno di verificare, a lungo termine, la riuscita
della proposta non solo come conoscenza, ma anche come competenza (saper applicare per).

L’attivita ha permesso di rendere visibile il legame, non sempre compreso, tra matematica
intesa come calcolo e strumento per caratterizzare quantitativamente gli enti geometrici, ovvero
come utilizzare punti di vista diversi per comprendere o applicare lo stesso concetto.

In definitiva, il numero di ore impiegato é stato pari a 11 anche perche, specie per la parte
poster, si sono riscontrate grandi difficolta nel progettarli e disegnarli a casa (difficolta di incontrarsi
in orario extracurriculare).

Sicuramente, cid che hanno messo in evidenza gli alunni di aver trovato molto divertente e utile
I'attivita di gruppo pud essere un utile metodo di coesione della classe specie in una prima della
secondaria di | grado nella quale giungono alunni/e da scuole e esperienze diverse. Come
osservazione, diciamo sociologica, &€ da mettere in risalto che durante Iattivita di gruppo la
leadership operativa € stata quasi totalmente appannaggio delle alunne. Si & dovuta sollecitare la
parte maschile a partecipare in maniera propositiva.

Personalmente, mi ha lusingato che lidea avuta di una controparte geometrica alla
scomposizione matematica, abbia avuto un accoglimento cosi alto con una ricaduta didattica
sicuramente positiva. Ovviamente, anche per il docente una continua attivita laboratoriale
renderebbe piu piacevole la lezione, ma sicuramente bisogna tener conto, specie in un istituto con
orario normale, che il monte ore impiegato e risultato molto impattante.

Tale successo mi permettera di informare la collega di sostegno di un’alunna DSA che ho in
seconda e verificare se proponendole questo metodo trova pit agevole eseguire la scomposizione

senza usare la calcolatrice.

&
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ALLEGATI #1
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Impressioni sulla Attivita Tappi

Nelle ultime lezioni di matematica abbiamo fatto una attivita nuova che &
quella dei tappi che mi ha aiutato a capire I'uso dei numeri con i tappi che
servivano per costruire figure geometriche, dividendo i tappi se erano
dispari e dovevo fare un quadrato o un rettangolo. Quindi per me i tappi
erano come i quadretti di un foglio e invece di disegnare le figure
geometriche su un foglio le costruivo. Ho capito che la matematica non e
un insieme di numeri inutili ma puo essere applicata nella realta per
costruire qualsiasi cosa, infatti qualunque costruzione devi saperia
progettare e tutto parte dalla matematica e quindi dai numeri.
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